
你能通過牛津大學的數學面試嗎？1

在學習數學的路程中，大家或多或少都會覺得數
學只是學一些運用數字、符號的技巧，但數學的精神實
在於找尋規律與邏輯的思考，牛津大學的數學面試就
充分地體現這樣的想法：Tom Crawford 教授設計的
其中一個面試問題中就沒有任何計算，並且問題敘述
簡單到連小學、國中生都可以懂。這樣的問題不是要看
出一個學生會多少複雜的數學，而是要測驗他們探索
現象的方式以及歸納與推演的能力。我們就來看看你
可不可以通過牛津大學的數學面試吧！

問題：可以用 n 個長寬比 2:1 的長方形鋪滿一個
正方形嗎？爲了方便，我們令正方形的邊長爲 1。顯然
地 n 不能等於 1，因爲正方形的長寬比是 1 : 1；但是
n = 2 就是可行的，方式如下：
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嚴謹一點説：給定任意的正整數 n，是否可以用 n 個
長寬比爲 2:1 的長方形來鑲嵌一個正方形？注意到問
題中不要求使用的長方形大小要相同，只要長寬比是
2:1 就 ok。動手試試看吧！

—– ∗ —– ∗ —– ∗ —–

首先，觀察到我們可以把一個鑲嵌中的一個長方
形分成 2 個小正方形，再各用兩個 2 :1 的長方形鑲嵌
那 2 個小正方形。把範例 n = 2 鑲嵌中的其中一個長
方形以這樣的方式分割會得到：
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n = 5

這是一個重要的觀察，因爲藉由這樣的分割過程，如
果我們知道 n 個長方形的鑲嵌是可行的，就可以推論
n + 3 也是可行的；同理 n + 6、n + 9、⋯都是可行的，
只要一直分割下去就可以了。如此一來既然我們已經
知道 n = 2 是可行的，任何符合 2 + 3k 形式的正整數
都是可行的。如果列出幾個正整數並且用綠色、紅色分
別標示可行、不可行的數字，會有這樣一個表：

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 · · ·

2 + 3k

有趣的我們乎就找到了一整個可行的正整數 「家族」，
其中的成員都是由 n = 2 這個「鑲嵌原型」所生成的。
我們可以把任何一個家族都表示成「n + 3k」，其中 n

就是鑲嵌原型中所使用的長方形數。
雖然我們找到了一個有無限多個成員的家族，但

還是有很多數字無家可歸。那麼是不是存在其他家族
以及原型呢？在建立 n = 2 的鑲嵌時，我們把正方形
水平的切成一半；但如果把正方形的其中一邊切成更
多等分，可能就可以找到其他的家族。既然已經分成過
2 等份了，我們可以試著把其中一邊分成 3 等份，這樣
就會有以下的鑲嵌：
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n = 6

這樣的鑲嵌總共用了 6 個長方形，是一個不在 2 + 3k

家族中的數字，可以生成另一個新的家族：6 + 3k。有
了這樣的新作法後，我們可以嘗試更多的等分；爲了避
免找之前已經找到的數字，我們跳過 4 等分直接考慮
把分成 5 等分的情形：
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n = 10

發現這是 n = 10 的鑲嵌，可以生成家族 10 + 3k。這
樣的方法當然可以一直做下去，但其實多找到這兩個
家族就已經足夠了。我們更新一下剛剛寫下來的表：

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 · · ·

2 + 3k

6 + 3k

10 + 3k

注意到除了我們找到的三個家族之外，出現了連續三
個都可以達成的數：8、9、10。由於我們知道「如果 n 是
可行的，n+3 就是可行的」，有了連續三個可行的數就

1作者：jessekelighine.com。靈感來自 Numberphile 頻道的影片：https://www.youtube.com/watch?v=VZ25tZ9z6uI。
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可以推論所有大於這三個數的整數都是可行的。如此
一來我們就一口氣解決了所有大於等於 8 的正整數，
並且知道這些數字都是可行的！那麼剩下的工作就是
考慮比 8 小且還沒被檢驗的數字了：3、4 和 7。

先從最小的數字下手。多試幾次之後會發現 n = 3

似乎不太可能，那我們就試著證明 n = 3 是不可行的。
其中一個可能的思路是這樣的：一個正方形有 4 個角
落，如果只有 3 個長方形可以用，就一定要有一個長
方形要佔據 2 個角落。既然要佔據 2 個角落，那麼那
個長方形的長就必須是 1、寬是 1/2：

←→

←
→
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但是顯然地剩下的部分無論水平、垂直的切，都不可能
把剩下的部分切成兩個 1 : 2 的長方形，這麼一來我們
就證明了 n = 3 是不可能達成的。

有了這樣的證明思路之後，會發現 n = 4 的形情
也可以用類似的方式證明。先考慮有沒有可能讓一個
長方形佔據 2 個角落：這樣就代表剩下的部分必須由
3 個長方形填滿，循著剛剛 n = 3 的證明思路就會發
現這是不可能的。如果不能有長方形佔據 2 個角落的
話，剩下的可能就是 4 個長方形各佔 1 個角落了：如
果我們先考慮 2 個相鄰角落的話，顯然不可能這 2 個
長方形都是 「站著」的（因爲這樣會變成 n = 2 的情
形），至少要有一個是「躺著」的：

1:2
2:1

←→

1:2
1:2

←→

但是顯然地，如果拉動中間的虛線並同時保持 2 個長
方形的比例，剩下的部分不可能被兩個 1 : 2 的長方形
填充。（細節就請讀者自己完成吧！）如此一來我們也
就成功地證明了 n = 4 也是不可行的。

那 n = 7 的情況呢？這個情況用上述的思路證明
有點困難，況且我們也不是很確定 n = 7 是不是真的
不可行。難道要再找另外一個原型嗎？如果我們再去
看看列表的話，會發現 10 + 3k 這個家族是從 n = 10

的開始的，如果我們可以讓這個家族從 n = 7 開始
呢？換句話説，是不是可以把 n = 10 的鑲嵌中 4 個長

方形何在一起變成一個長方形呢？

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 · · ·

? 10 + 3k

有了這樣的想法之後答案就呼之欲出了：我們可
以把 n = 10 的鑲嵌中左上角的 4 個長方形合併，得
到 n = 7 的鑲嵌了：
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n = 7

n = 7 的例子之所以這麼難找大槪就是因爲這個鑲嵌
是我們找的所有鑲嵌原型中，唯一需要 3 種不同大小
的長方形的鑲嵌。

如此一來我們的就可以大方的把答案寫出來了：
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 · · ·

除了 1 明顯不行以及 3 跟 4 因爲太小所以不可行之
外，所有其他的正數都是可行的！你看到題目時有猜
到這個令人意外的結果嗎？

—– ∗ —– ∗ —– ∗ —–

在 Numberphile 的影片中 Tom Crawford 教授也
使用了類似的解決思路，這邊只是提供一種最後可以
比較容易解決 n = 7 的思路。但無論哪種推論方式，
以下幾個重要槪念都少不了：

• 發現遞迴關係「n 可行 =⇒ n+ x 可行」。（本文
中提供 x = 3 的思路）

• 認知到這代表一整個數列都可行。
• 從以上的啟示尋找其他的數列、家族。
• 透過模運算、歸納⋯等方式發現到連續 x 個可

行整數代表所有更大的整數都可行。
• 歸謬證明 3、4 個情形不可行。
• 最後加上一點點運氣發現 n = 7 可行。

這個題目精巧之處在於解題的過程中可以只用國中、
小學生都可以懂的數學知識，不必透過複雜的計算或
技巧就可以檢驗學生對於這些數學原理的理解、靈活
運動的能力。同時這個問題也可以有各式各樣的延
伸：「如果把長方形的長寬比換成 3 : 1 呢？」、「我們可
以把『家族』定義得更嚴謹嗎？」、「可以找到所有的家
族嗎？」⋯等，都是非常有趣、值得繼續思考與探討的
問題。 ■
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