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「分配」是一個有趣的問題。你可能知道「你切、我選」是兩個
人分蛋糕最公平的方式，但如果今天運氣沒有這麼好，不是
突然有一個蛋糕可以讓大家吃，而是有人明明欠你 3/4 個
蛋糕、又欠你朋友 1/2 個蛋糕，卻只有 2/3 個蛋糕可以還
的時候，要怎麼分才「公平」呢？在你回答一個你認爲「唯
一且公平得不得了」的分法之前，我們要先解開一組來自
猶太經典《塔木德》的千年歷史的謎題。

.塔 .木 .德這個名字在希伯來文中是「教導、學習」的意思，
其中除了記載著與猶太教的宗教哲學，同時也紀錄了猶太
人所用的律法、條例和傳統。但由於這部經典是將原本口
耳相傳的知識記錄下來，所以有些故事似乎少了一些解釋，
因此我們就有了這組千年謎題。

謎題由兩個故事組成，第一個故事是這樣的：小明跟小
華正在爲一件價值 200 元的昂貴服飾吵架；1 小明説他有
整件衣服的債權，小華則説他有半件衣服的債權。這時《塔
木德》説，第一個人當獲得 150 元，第二個人當獲得 50 元。
我們把這個分配方式寫成表格的樣子：

小明 小華
債權 200 100
分得 150 50

塔木德（一）

這到底是什麼神奇的分法？到底公平在哪裡？在你想破頭
之前，我們再來看看第二則故事：小張娶了三個老婆，2 小
張在死前分別與三位妻子決議要分給他們多少財產，但是
小張死後發現他的財產不足以滿足他對所有人的承諾。這
時《塔木德》就給出了以下的建議分配方式：

小美 小玲 小月
債權 100 200 300

遺產
100 元 分得 100

3
100
3

100
3

200 元 分得 50 75 75

300 元 分得 50 100 150

塔木德（二）

這下子問題又更複雜了，不只是現在分配的結果怪怪的，還
發現他會因爲遺產的大小而有不同的分配規則！

我們的工作有兩個：一、要解釋爲什麼這樣看似奇怪的
分配方式會被認爲是「公平」的；二、這樣分配背後所依循
的規則是什麼。也就是説，我們不能只是胡亂套上一個剛
好跟塔木德結果吻合的函數，還要説出背後一套讓人滿意
的道理。而在完成這兩個工作之後，我們可能就會對「公平」
這個槪念有更多的認識。試著想想看吧！

—– ∗ —– ∗ —– ∗ —–

在揭曉謎底之前，我們先來算算如果用你一開始想到
的那個 「唯一且公平得不得了」的分法會得到怎麼樣的結
果。我相信大部分人想到的分法就是 「按照比例分」，我們
把它稱作比例法：也就是説你分到的部分就是資產乘上你
所握有的債權佔總債權的比例。3 寫成表格可能比較清楚：

小明 小華
債權 200 100

分得 200× 200
200+100 200× 100

200+100

= 133.3̄ = 66.6̄

比例法

寫出來之後我們再想想，我們爲什麼會這麼直觀地認爲用
比例法就一定是公平的呢？是因爲無論財產數量是多少，
我都一定可以分到一樣的比例嗎？那跟比例法比起來，使
用塔木德（一）又不公平在哪裡？我猜你現在可能還是看
不出來塔木德（一）到底公平在哪裡，那我就告訴你吧：塔
木德（一）讓兩個人都一樣損失 50 元。平心而論，在某些情
況中讓大家都 .損 .失 .一 .樣 .多説不定更「公平」：不但讓大家覺
得有自己有拿到應得的份，也看到其他人都做出同等的犧
牲，這樣不是很公平嗎？

這類型的問題被統稱爲「破產問題」（bankruptcy prob-
lem）。破產問題指的是有一群人握有債權，而這些人的總
債權大於債務人的剩餘資產，所以我們必須透過一些 .規 .則
——在經濟學上稱爲 「機制」（mechanism）——來決定誰可
以分得多少財產。在解決破產問題時，有很多比例法以外
的分配機制，而這些機制都在某種程度上被認爲是「公平」
的。像是塔木德（一）的分配機制可以被稱爲同等損失法，
就不失爲一個非常 「公平」的分配機制。也就是説，「公平」
並沒有所謂 .客 .觀的定義；在不同場合下，大家會對 「公平」
有不同的見解。所以只要能夠説出一個讓大家都心服口服
的分配方式，那麼這個分配方式就是「公平」的。

在進入下一個塔木德的謎題之前，我們可以透過對「公
平」與 「分配」新的理解來定義什麼叫做一個「分配機制」。
假設有 n 個人，第 i 個人握有債權 ci，這 n 個人要瓜分剩
餘財產 E，而第 i 個人最後會分到 xi 塊錢。而一個「分配
機制」做的事情就是給定一組債權跟資產 (c1, ..., cn;E)，它
就會幫我們生出一串財產分配 (x1, ..., xn)，我們稱這一串
(x1, ..., xn) 爲一組 .解。雖然「公平」並沒有唯一的定義方式，

1顯然地，在《塔木德》裡面的人不叫做小明跟小華；後面也都遵循中華民國菜市場名傳統來命名。
2其實不是所有猶太人都遵守一夫多妻制，現今在以色列實行的就是一夫一妻制。
3亞里斯多德其實也是這樣想的，覺得就是要按照「比例」分才公平。
4以下三個條件英文名稱分別爲：non-negativity、claim boundedness、efficiency。
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但是顯然 (x1, ..., xn) 也不是愛怎麼生就怎麼生，有一些對
「公平」最基本的要求是我們認爲所有 「分配機制」都要遵
守的：4

• 非負性：不可以有人分到的 xi 是負的。也就是不可以
有人不但沒有分到錢，還要自掏腰包幫債務人還債。

• 債權約束性：不可以有人分到的 xi 比他握有的債權
ci 還多。也就是説別人欠你多少你就最多拿多少，不
可以多拿。

• 效率性：資產 E 一定要分完，也就是説 x1 + x2 +

· · · + xn = E。總不能讓債務人不但欠錢沒還完，還
有剩下的東西可以拿吧？

當然，如果資產 E 大過總債權，那也沒有所謂的 「破產問
題」可言了，所以我們要求總債權不可以小於資產 E。我相
信這幾個條件應該是所謂「公平」最基本的要求，要是一個
機制連這些條件都不符合，誰都不會同意這個機制是 「公
平」的。

有了這幾個基本的要求之後，我們可能要重新思考《塔
木德》第一道謎題的解法：同等損失法能夠一直適用嗎？
這個方法會符合我們對 「公平」最低限度的要求嗎？考慮
一個類似於塔木德（一）的情境，但是那件衣服的價值只剩
下 50 元時，這兩個人應該各分得多少呢？假設兩個人都一
樣要損失 λ 元，那麼同等損失法會要求(

200
c1

− λ

)
︸ ︷︷ ︸

x1

+

(
100
c2

− λ

)
︸ ︷︷ ︸

x2

= 50
E

=⇒ λ = 125

也就是兩個人都要一樣損失 125 元。可是有一個人只有
100 元的債權，怎麼能損失 125 元呢？這樣不就不符合我
們非負性的要求了嗎？的確，所以我們要對同等損失法做
一些修正，或者是説要做更清楚的定義：我們還是要訂一
個 .同 .等 .損 .失 .量 λ，但是如果你的債權比 λ 還少，那麼就只
能完全不分給你了，因爲你完全不拿比其他人損失的還要
少，也不能叫你吐錢出來。所以在衣服價值是 50 元的情況
下，λ 應該訂爲 150 並且有以下的解：

小明 小華
債權 200 100
分得 50 0

同等損失法

如此一來兩個人都 「損失」了 150 元，然而因爲小華只有
100 元的債權，所以他就完全分不到。當然，λ 也不能亂定，
因爲效率性要求我們一定要把所有財產分完，所以 λ 既不
能高也不能太低。5

但是一下要想是不是有人會完全拿不到，一下又要考
慮這麼多條件，可能很難直觀地理解一個機制是如何運作
的。有趣的是，當只有兩個債權人的時候，我們很容易地用

畫圖的方式來呈現這些條件：

c2

c1E E′

乙

甲

S

S′

x1

x2

總債權

分配機制

我們分別讓兩軸（x 軸與 y 軸）代表這與這兩個債權人相
關的金額，像是 c1 就表示了甲的債權。45◦ 的紅線上任意
一點就代表在給定了資產 E 下，一個可能的解或一個分
配方式，這是因爲紅線的方程式是 x + y = E；例如：點
S 就代表了分配給甲 x1 元、分給乙 x2 元，並且顯然地
x1 + x2 = E。所以當資產不一樣大的時候（例如圖中有兩
種資產大小 E 與 E′），整條紅線就會平移；而我們希望一
個分配機制可以告訴我們在任何一個資產額度下（也就是
在任何紅線上），我們應當在紅線上選出哪一個點當作解。
將所有這些點連起來就會是圖中的藍線，我們把這條藍色
的線就稱作 .分 .配 .路 .徑：當 E 是 0 的時候，藍色的線就是在
原點，因爲這時候兩個人都拿不到錢；而當 E 逐漸增加的
時候（紅線漸漸地往右平移時），藍色的線就慢慢地往右上
方長，直到當 E = c1 + c2 時——資產足以償還所有債務時
——藍線會停在總債權那點，讓雙方都得到應得的報酬。

那麼剛剛提到的三個要求是如何呈現在圖中呢？其實
很簡單：第一個非負性只是説的分配路徑不可以跑出第一
象限，不然就會有些人最後分配到負數的額度；第二個債
權約束性説這條線不可以跑出灰色虛線的框框，不然有人
會拿到比他的債權還要多；第三個效率性就體現在紅線的
定義，因爲 x + y = E，所以資產 E 一定都會分完。很容
易吧！那讓我們測試一下你有沒有了解這張圖是怎麼畫的
吧！以下是使用比例法的分配路徑：

c2

c1E E′

乙

甲

S

S′

總債權

比例法

因爲無論資產是多少，兩人分配到的資產比例都相等，所以
分配路徑自然會是一條直線。同等損失法則會有以下的分
配路徑：

5數學比較好的讀者可能會問：我們一定都能夠找到一個 λ 使得財產可以被完全分完嗎？答案是肯定的。我們可以證明 ∑n
i=1 xi 會隨著 λ 增加

而單調遞增，所以存在一個 λ 使得 ∑n
i=1 = E。一般來説這個問題——解的存在性——是在破產問題中需要被檢驗的一個條件，如果一個機制滿足這

個條件的話則稱它是 well-defined 的。
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c2

c1E E′

乙

甲

··
S

S′

總債權

同等損失法

之所以分配路徑一開始會緊貼著縱軸便是因爲不能讓其中
一方損失到變成要倒貼錢。可以注意到在藍線轉角處兩人
損失的量都是 c1，但是因爲甲不能再損失下去了；所以當
資產少到一定的量的時候，全部的資產都會先分配予乙。

有了這個圖像化的思考工具後，就比較容易自己想像
一些分配機制了。例如：既然可以「同等損失」，那可不可以
「同等報酬」呢？當然可以！同等報酬法的分配路徑如下：

c2

c1E E′

乙

甲··
S

S′

總債權

同等報酬法

看圖説故事就能輕易地理解同等報酬法的定義方式：大家
都拿一樣的數量，但是要遵守債權約束性（如果 .共 .同 .報 .酬
.量比你債權還多，你不能多拿），所以也會有一個轉角，只是
這次是出現在右上方。

有了這個厲害的視覺化工具之後我們就可以來解決塔
木德（二）了。如果大家沒有想出來塔木德（二）背後的邏輯
也不要太難過，因爲自從有《塔木德》以來到 20 世紀，都沒
有人知道它背後確切的想法是什麼，卽便有一些粗略槪念，
也沒有辦法清楚的定義出一套規則。在過去有不少數學家、
經濟學家試圖理清其背後的理念，但是都無法給出一套簡
潔、合理的規則。一直到 1985 年，兩位傑出的猶太經濟學
家 Robert J. Aumann 以及 Michael Maschler 終於給出了
一套令人滿意的解釋。以下便是這兩位經濟學家的見解。

破解這個謎題最重要的一個觀察是 「半債權量」，6 意
指每個人債權的一半。在第二個謎題中由於總債權是 600
元，所以總債權量的一半就是 300 元；而我們發現 《塔木
德》認爲當遺產是 300 塊時，應該給每個人他們債權的一
半。這代表説《塔木德》大槪認爲能先讓大家都拿到一半是
一件非常重要的事。有了這個槪念之後，問題便能迎刃而
解：我們現在把之前提到的同等報酬法用在半債權量上：當
遺產小於半債權量的時候，我們就使用同等報酬法讓大家
都先盡可能回收一半的債權。簡單的計算之後就會發現這

樣的作法完全符合《塔木德》上的數字：當遺產只有 100 元
時，每個人平分因爲還沒有人拿到自己的半債權量；當遺產
有 200 元時，大家最多先拿 75 元，而小美只拿她的半債權
50 元；而當遺產有 300 元時，大家就都拿到自己一半的債
權。

那麼這樣的想法能夠適用在塔木德（一）上嗎？我們
會發現在塔木德（一）中，因爲那件衣服的價值超過了半債
權量，所以就不適用同等報酬法，而我們原本發現的同等損
失法規則仍然可以適用，只是前提是大家要先拿到自己一
半的債權。也就是説，塔木德法可以被分成兩個步驟：第一
步是用同等報酬法，直到每個人都拿到自己的半債權量；第
二步次從大家的半債權量出發，用同等損失法直到每個人
都能完全拿回所有債權。用畫圖的方式表示可能更加清楚：

c2

c1E E′

乙

甲

M

|

|

|| ||
S

S′

總債權

塔木德法

這時圖中的 E 對應到的 S 就相當塔木德（二）中遺產爲
100 元的情形；E′ 對應到的 S′ 就相當是塔木德（一）中的
情況；而 M 這個解就相當塔木德（二）中遺產爲 300 的情
形。這千年問題就在 Aumann 跟 Maschler 筆下用這套規
則解釋了，也似乎闡明了《塔木德》中所謂的「公平」到底背
後是什麼樣的精神。

—– ∗ —– ∗ —– ∗ —–

雖然最後《塔木德》的邏輯好像也不是非常簡單，但是
他背後的精神倒很容易理解：如果剩下的資產少的時候，那
乾脆大家都拿一樣，並且盡可能讓大家都先拿到該拿的一
半；而如果資產多的時候，那麼大家應該是都損失一樣才
是。可能這就是所謂「猶太人的智慧」吧？當然，你可以不
必接受這樣「公平」的理念，有各種不同的分配機制都試著
達到不同槪念下的「公平」。數學能提供的是將一個模糊的
槪念具象化、嚴謹地檢驗我們自己設下的要求的工具，而無
法提供「什麼才是公平」的價值判斷：到底「什麼才是公平」，
可能就只有靠「智慧」才能回答。那你現在能夠用我們討論
過的四種公平分配機制來回答一開始分蛋糕的問題嗎？7

■

[1] Robert J Aumann, Michael Maschler. Game theo-
retic analysis of a bankruptcy problem from the Tal-
mud. Journal of Economic Theory, Volume 36, Issue
2, 1985, Pages 195–213.

2022 年 4 月 20 日
6英文稱作 Half-claim vector。指的是 (c1/2, ..., cn/2)。
7 解答：比例法：(4/15,2/5)、同等損失法：(1/2−7/12,3/4−7/24)、同等報酬法：(1/3,1/3)、塔木德法：(1/4,5/12)。
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